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sous-groupe klassengleich de G~ (les rotations 3 ne 
sont jamais h61icoi'dales dans Ge). 

Enum6ration des sous-groupes G' par la m6thode des 
repr6sentations alternantes 

Nous avons vu que les sous-groupes G' sont 
invariants d'indice 2 dans G ÷. Par suite ce sont les 
noyaux des repr6sentations alternantes de G ÷ dans 
lesquelles l 'op6rateur E a l e  caract~re -1 .  Ces re- 
pr6sentations 6tant connues, on en d6duit imm6diate- 
ment les sous-groupes non 6vidents G'. De la m~me 
mani~re les sous-groupes invariants d'indice 2 
klassengleich des groupes d'espace Ge se d6duisent 
des repr6sentations alternantes de Ge associ6es aux 
vecteurs k invariants dans le groupe ponctuel et dont 
une coordonn6e au moins k~ vaut 1/2. 

On obtient ainsi, supposant connues les repr6sen- 
tations des groupes doubles (Koster, Dimmock, 
Wheeler & Statz, 1963), les sous-groupes G' 
maximaux donn6s dans le Tableau 1 en accord avec 
Gorzkowski & Suffczynski (1978). Les autres groupes 
G ÷ ne poss~dent pas de repr6sentation sp6cifique 
alternante et donc de sous-groupe non-6vident 
d'indice 2. 

Tableau 1. Les sous-groupes G' maximaux 

G ~ F~ G' 
i + r~ l 
?+ r; i. T 

I': I; ( l )  
3 + I], I, R24o, Ra8 o 
]+ !'~ 1, R240, R480, ~, R~240 , /~480 

F~ l,~R2.to. Ra8 o, I, R_2ao, R_48 o 

Les propri&6s des classes des groupes Ge et G ÷, 
comme celles de leurs sous-groupes sont 6galement 
tr~s analogues (Sivardi~re, 1978). 
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Abstract 

Various means of enumerating the three-dimensional 
three-colored space groups are discussed: a direct 
algebraic method equivalent to the Zachariasen 
method, an induction method, and a technique using 
the third-order cyclic representations of the ordinary 
space groups. 

Notations 

G Groupe ponctuel ordinaire 
H Sous-groupe invariant de G 
H'  Sous-groupe non invariant de G 
G 3 Groupe ponctuel ~ trois couleurs 
G~ Groupe d'espace ordinaire, de classe G 
T R6seau de G~ 
He Sous-groupe invariant de G~ 
H'e Sous-groupe non invariant de Ge 
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T3 R6seau fi trois couleurs isomorphes de T 
Tk R6seau des translations monocolores de T3 
Ge3 Groupe d'espace fi trois couleurs, isomorphe de 

Ge 

Introduction 

Les groupes d'espace fi deux couleurs, ou groupes de 
Shubnikov, permettent de d6crire de nombreux 
ph6nom~nes d'ordre dans les cristaux: surstructures 
AB, ordre magn6tique, macles (Curien & Le Corre, 
1958). De la m~me mani~re, les groupes d'espace 
trois couleurs, ou groupes de Belov, permettent de 
d6crire les surstructures ABC dans les alliages et 
solutions solides (Harker, 1981), les ph6nom~nes 
d'ordre dans les cristaux mol6culaires o/l des 
mol6cules peuvent avoir trois orientations 
privil6gi6es, les transitions de phases au cours 
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574 GROUPES A TROIS COULEURS 

desquelles apparai'ssent trois domaines ou macles 
(Sivardi~re, 1981), la sym&rie des interactions 
hyperfines (Kolpakov, Ovchinnikova & Kuzmin, 
1977). 

L'6num6ration exhaustive des groupes de Belov a 
6t6 d6jfi r6alis6e (Harker, 1976, 1981). Dans le pr6sent 
article, nous examinons tout d 'abord quelques pro- 
pri6t6s des groupes ponctuels et d'espace fi trois 
couleurs, puis nous discutons diverses m6thodes 
d'6num6ration des groupes de Belov. 

Groupes ponctuels/l trois couleurs 

1. Supposons tout d 'abord qu'~ une op6ration 
g6om6trique ne puisse ~tre associ6e qu'une permuta- 
tion cyclique des trois couleurs. Un groupe G 3 ~1 trois 
couleurs, isomorphe d 'un groupe ponctuel G 
monocolore, est associ6 h un sous-groupe invariant 
H d'indice 3 de G, et par suite ~ une d6composition 
de G en trois complexes: 

G= H +Ct +C2. 

Dans G3, les op6rations de H ne modifient pas les 
couleurs; aux op6rations de Ci est associ6e la permu- 

2 3) des couleurs, et aux tation cyclique P l = ( 2  I 3 
op6rations de C2, la permutation cyclique P2 = p2 = 
P]-I. Le r61e des permutations Pi et P2 pouvant &re 
invers6, on peut associer en fait au couple (G, H)  
deux groupes conjugu6s G3 et G* isomorphes de G 
(paire de Koptsik). 

Pour 6numdrer les groupes G3, on doit donc recher- 
cher les sous-groupes invariants Hj d'indice 3 des 32 
groupes ponctuels G (Harker, 1976). De mani~re 
6quivalente (Indenbom, Belov & Neronova, 1960; 
Niggli & Wondratschek, 1960), on peut rechercher 
les repr6sentations unidimensionnelles Fj cycliques 
d'ordre trois des groupes G. Le noyau d 'une rep- 
r6sentation Fj de ce type est en ettet un sous-groupe 

invariant d'indice 3; deux groupes G 3 et G* con- 
jugu6s sont associds ~ deux repr6sentations Fj et F* 
complexes conjugu6es. 

Remarquons que les groupes ponctuels G 3 peuvent 
6galement ~tre construits par induction ~ partir des 
groupes cycliques 3 (3), 6 (3), et ~)(3), en leur adjoignant 
un nouveau g6n6rateur a conservant leurs 616ments 
(Sivardi6re & Bertaut, 1970). Si a est l 'inversion i ,  
on obtient ainsi les produits directs 3 (3)= 3 (3) × l  et 
6t3)/m = 6 (3) ×] .  Si a est un miroir contenant l'axe 
d'ordre 3 ou 6, ou un axe binaire perpendiculaire, 
aucun groupe G 3 ne peut ~tre obtenu. On construit 
enfin, en partant des groupes 222 et mmm, les produits 
semi-directs 23(3)=222A3 (3) et m3~3)=23~3)×1 ou 
mmma3 (3) ~ l 'aide du nouveau g6n6rateur color6 a = 
3 (3). I1 n'existe aucune autre possibilit6. 

2. Supposons maintenant qu'h une op6ration 
g6om6trique puisse ~tre associ6e une permutation 
quelconque des trois couleurs. Un groupe G3 :~ trois 
couleurs peut ~tre construit ~ partir de G si G poss~de 

Tableau 1. Sous-groupes d'indice 3 et 6 des groupes 
ponctuels G e t  reprdsentations assocides 

H est  un s o u s - g r o u p e  i n v a r i a n t  de  G, d ' i n d i c e  3 ( c o l o n n e  de  
g a u c h e )  ou  6 ( c o l o n n e  d e  d r o i t e ) ,  H '  est  un  s o u s - g r o u p e  non  

i nva r i an t .  

G H F G H '  H F 

3 1 E 32 2 1 E 
T E~ 3m m I E 

6 2 E" 3m 2 / m  -f E~ 
m E" 622 222 2 E2 

6/ m 2/ m E'~ 6ram 2ram 2 E2 
23 222 E 62m m2m m E 2 
m3 mmra Eg 6/ mmm mmm 2/ m Eg 

432 422 222 E 
43 m 42 m 222 E 
m3m 4/ mmm mmm E~ 

un sous-groupe H '  d'indice 3 non invariant. Il existe 
alors deux sous-groupes H" et H'" conjugu6s de H '  
dans G: les trois sous-groupes ont en commun un 
sous-groupe H invariant d'indice six tel que le groupe 
facteur G~ H est isomorphe du groupe 32 ou groupe 
de toutes les permutations de trois couleurs. 

Pour 6num6rer ces nouveaux groupes G3, on doit 
donc rechercher tousles  sous-groupes d'indice 3 non 
invariants des groupes ponctuels. On peut aussi con- 
struire les groupes G3, c'est-fi-dire les couples (G, H') ,  
par induction: on ajoute aux 61ements d 'un groupe 
H '  un axe ternaire qui ne les laisse pas globalement 
invariants, mais tel que l'ensemble obtenu reste un 
groupe fini. Par exemple, si H ' =  2, m, 2/m, on ajoute 
un axe 3 perpendiculaire fi l'axe 2 ou parall~le au 
miroir; si H '  est orthorhombique, on ajoute un axe 
3 parallUe ~un axe binaire, etc. On peut aussi recher- 
cher des sous-groupes invariants H d'indice 6, tels 
que G~ H ~-32, ou encore les repr6sentations de type 
E, isomorphes de 32, qui se rencontrent dans les 
groupes di6driques et cubiques (432=222a32 par 
exemple). Le Tableau l r6sume les r6sultats. 

Groupes d'espace h trois couleurs 

Pour 6num6rer les groupes de Shubnikov, on doit 
rechercher les sous-groupes (invariants) d'indice 2 
des groupes d'espace (Belov, Neronova & Smirnova, 
1957; Zamorzaev, 1963; Opechowski & Guccione, 
1965). 

De m~me pour 6num6rer les groupes d'espace Ge3 
trois couleurs (Zamorzaev, 1969; Harker, 1981), on 

doit rechercher les sous-groupes d'indice 3 des 230 
groupes d'espace. Ces sous-groupes sont maximaux 
mais non n6cessairement invariants. Deux cas sont 
possibles. 

(1) Le sous-groupe He du groupe d'espace Ge a 
le m~me r6seau T que Ge, son groupe ponctuel H 
est un sous-groupe d'indice 3 du groupe ponctuel G 
de Ge: c'est un sous-groupe du type 'isotranslation' 
(Hermann, 1929). Dans ce cas, Ge3 a un r6seau T3 
monocolore identique h T, son groupe ponctuel G 3 
est color6. 
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Tableau 2. Les rdseaux ~ trois couleurs 

Syst~me 

Triniclique 

Monoclinique 

G est un groupe ponctuel  qui laisse T 3 invariant. 

R6seau T 
monocolore 

de maille 
( a , b , c )  

P 

P 

Orthorombique P 
C 
B 
F 
I 

Quadratique P 
I 

Rhombo6drique R 

Hexagonal P 

R6seau T3 G R6seau 
color6 admissible Tk k 

P3c I P(a, b, 3c) [00~] 

P3¢ 2 P(a, b, 3c) [001] 
P3a m P(3a, b, c) [~00] 
B3c 2 B( a, b, 3c) [00]] 
B3b m B(a, 3b, c) [0]0] 
B3a m B(3a, b, c) [~00] 

P3~ mm2 P( a, b, 3c) [00~] 
C3~ mm2 C( a, b, 3c) [00~] 
B3c ram2 B( a, b, 3c] [00]] 
F3c ram2 F( a, b, 3c) [00~] 
I3c mm2 l ( a, b, 3c) [00~] 

P3c 4, 4mm P( a, b, 3c) [00~] 
13c 4, 4mm l ( a, b, 3c) [00~] 

R3b = R3a,3b.3c 3, 3m P(3a, 3b, 3c) [ ~ ]  

Ps~ 3, 3ra l, 31m, 6, 6mra P( a, b, 3c) [00~] 
Psa 3, 3 ! m, 321,6, 62m P(2a + b, a - b, c) [~ ~0] 

Ps, = Psa, sb,sc 3, 31m R(2a +b, a - b, 3c) [ ~ ]  

Si H est invariant dans G, He est invariant dans 
G~. G est alors r un  des groupes 3, 3, 6, 6, 6/m, 23, 
m3. I1 existe 27 groupes Ge ayant un tel groupe 
ponctuel: il leur correspond 27 groupes Ge3 de r6seau 
monocolore. 

Si H n'est pas invariant dans G (il est alors not6 
H') ,  He n'est pas invariant dans Ge (et sera not6 H'e). 
C'est le cas si G = 3 2 ,  3m, 3m, 622, 6mm, 62m, 
6/mmm, 432, ~,3m, rn3m. I1 existe 61 groupes Ge de 
ce type et il leur correspond 61 grou_pes Ge3 de r6seau 
monocolore;  par exemple, G e = P31 m, H'e = C2/m 
et He (invariant d'indice 6 ) =  P1. 

(2) Le sous-groupe He de Ge est un sous-groupe 
'isoclasse' de Ge, son r6seau Tk est un sous-groupe 
d'indice 3 de T. Le groupe Ge3 associ6 a pour r6seau 
run  des 17 r6seaux T3 ~ trois couleurs. He est un 
sous-groupe maximal, il peut ~tre invariant ou non: 
He = P2z (maille a, b, 3c) est invariant dans Ge = 
P2(a, b, c); H'e = P i  (a, b, 3c) n'est pas invariant dans 
Ge = P i  (a, b, c) et alors He(invariant d'indice 6) = 
P1 (a, b, 3c). 

Pour que He soit invariant dans Ge, il suffit que le 
r6seau T3, form6 de plans empil6s de couleurs suc- 
cessives 1, 2, 3, 1 , . . . ,  soit invariant dans le groupe 
ponctuel G. Une telle situation est 6videmment 
impossible en sym6trie cubique ou si G est centro- 
sym6trique. Elle est par contre possible si G est 
pyro61ectrique (axes et miroirs perpendiculaires aux 
plans r6ticulaires de couleurs altern6es) ou si le r6seau 
T3 est hexagonal est de type P3o = P3o.3b, c (G = 321, 
ou 62rn). Dans le cas du r6seau hexagonal Par = 
P3a,3b,3o le groupe G admissible est n6cessairement 
pyro61ectrique du fait du triplement de la maille 
suivant c. On remarque que les r6seaux T de G e et 
Tk de He sont de m~me type, sauf si T3 est de type 
R3h (alors le r6seau Tk est de type P) ou P3r (alors 

Tk est de type R). Le Tableau 2 d6crit les r6seaux T3. 
L'indice 3a, 3b, 3c d6crit un triplement de la maille 
suivant a, b, c; si T n'est pas primitif, un tel triplement 
implique que certaines translations non enti~res sont 
color6es. 

Le r6seau 7"3, isomorphe de T, n'est pas invariant 
dans G si G est cubique ou centrosym&rique, ou si 
la succession des plans color6s de T3 ne se fait pas 
parall~lement ~ raxe principal de G. Alors, il existe 
un sous-group H'e d'indice 3 non invariant, de classe 
G e t  de r6seau T k (en g6n6ral de m~me type que T). 
H'e et ' les sous-groupes HI et H" conjugu6 sont de 
m~me symbole" leur intersection He, sous-groupe 
invariant d'indice 6, a pour r6seau Tk et groupe 
ponctuel le sous-groupe H des 616ments de G qui 
conservent les r6seaux Tk et T3. Par exemple, si 
Ge = P222 et T 3 = P3c, H'e = P222(a, b, 3c) et He = 
P112(a;b, 3c). 

Enumeration directe des sous-groupes isoclasse d'indice 
3 des groupes d'espace 

Pour chercher les sous-groupes He ( o u  H ' )  d'indice 
3 isoclasse des groupes d'espace Ge, nous utilisons 
une d6marche d6jfi suivie pour les sous-groupes 
d'indice 2 (Bertaut, 1976). Nous supposons connus 
les r6seaux fi trois couleurs (Zamorzaev, 1969) et nous 
recherchons la possibilit6 de ne conserver du r6seau 
T de Ge que les translations monocolores Tk d'un 
r6seau 7"3 isomorphe de T. Alors, He 6tant un sous- 
groupe d'indice 3 de m~me classe G que Ge, Ge se 
d6compose suivant: 

G e  = H e  +(elt)ne +(el2t)He 

(elt) n 'appartenant  pas h Tk. 
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Tableau 3. Possibilit3 de triplement de la maille de Ge 
parall~lement fi un axe ( a / r~) 

Condi t ion  
Axe (alz,~) n,,p,~ = 3t  p a dans  G~ a dans  He 

2 2p=3 t  0,3 2 2 
2p = 3t 3/2 21 2t 

3 3p=3 t  0 3 3 
3p=3 t  1 3 31 

2 3 32 
4 4p = 3t 0 4 4 

3/4 43 4~ 
3/2 42 4~ 
9/4 41 43 

6 6p = 3t 0 6 6 
1/2 63 6~ 

I 6 62 
3/2 63 63 

2 6 64 
5/2 63 65 

Tableau 4. Sous-groupes He et H'e des groupes Ge de 
classe 6 

G~ Maille triple He 

P6 a, b, 3c P6, P62, P64 
3a, 3b, c 

P6t 3a, 3b, c 
P62 3a, 3b, c 
P63 a, b, 3c P61, P63, P6s 

3a, 3b, c 
P6 4 3a, 3b, c 
P65 3a, 3b, c 

H ' ( H ~ )  

P6 (P3) 
P6~ (P31) 
P62 (P3~) 

P63 (P3) 
P6,, (P3t) 
P65 (P32) 

la rotation (4z]0 1/2 1/2) ne peut &re conserv6e dans 
un sous-groupe de classe 4 /m ; par contre, la rotation 
(4z]0 1/2 3/2) peut l'&re et y devient une axe 42. 

n~ &ant l 'ordre de la rotation a de G et p la 
composante de ~',~ suivant a, un 616ment (a/~',,) de 
Ge ne peut appartenir ~ He que si la translation 
(a/7",~)"~ = (e/n,,p) appartient fi Tk et est donc de la 
forme (e /0 ,  0, 3t) modulo une translation de Tk. Cette 
remarque permet de savoir si la d6composition de Ge 
ci-dessus est possible quand un axe, h61icoi'dal ou 
non, (a/~',~) est parall~le fi la direction de triplement 
de la maille; pour qu'il en soit ainsi il peut arriver 
que la translation r ,  ne puisse &re choisie int6rieure 

la maille 614mentaire de T. 
( l )  Le Tableau 3 montre que la d6composition est 

possible pour des axes 2, 2~, 3, 4, 4~, 42, 43, 6, 63. On 
v6rifie qu'elle est 6galement possible pour des miroirs 
avec glissement parall61e h la direction de triplement 
de la maille. 

Plus pr6cis6ment si Ge = P2,, l'axe [2z1001/2] ne 
peut se trouver dans un sous-groupe He de maille 
(a, b, 3¢) qui contient au contraire l'axe h61ico'l'dal 
[2z1003/2] (axe 2~ dans He). De m~me si Ge = P4~, 
l'axe [4z1001/4] n'est pas contenu dans He isoclasse, 
qui contient au contraire l'axe [4z1003/4]; cet axe est 
un axe 4~ dans He. 

(2) Si ( a / r ~ )  est un axe 3, 6 ou 63, il existe plusieurs 
choix possibles pour ~'~ autorisant un triplement de 
la maille parall61ement ~ cet axe, et par la suite 
plusieurs sous-groupes (non conjugu6s) He de Ge. Le 
Tableau 4 indique les sous-groupes He (ou H'e) 
obtenus h partir des groupes Ge de classe 6. 

(3) L'existence d'axes 3~, 32, 6~, 62, 64, ou 65 ne 
permet pas un triplement de la maille selon leur 
direction. 

La condition n~p = 3t ci-dessus est n4cessaire mais 
non suffisante si G n'est pas un groupe cyclique. Si 
a et/3 sont deux g6n6rateurs de G, tels que a',,./3~ = 
e, toute combinaison des 616ments correspondants 
(a/~',~) et (/3/z~) de Ge, en particulier la translation 
(a/7",,) ~°. (/3/'rt3)'~ doit appartenir ~ Tk. Par exemple, 
si (a/~-,~) est une rotation et (/3/~'t3) = (/3/0) une inver- 
sion de centre suppos6 situs fi l'origine, la translation 
2~'~ doit appartenir h Tk. Par exemple, si Ge = P42/n, 

Sous-groupes isosymboliques 
Un sous-groupe He (ou H'e) de Ge obtenu suivant 
les r~gles ci-dessus n'est pas n6cessairement invariant 
dans Ge: pour qu'il le soit, il faut que son r6seau soit 
invariant dans G. Cherchons par ailleurs dans quel 
cas le sous-groupe et Ge lui-m~me sont isosym- 
boliques (Billiet, 1973; Bertaut & Billiet, 1979): c'est 
toujours le cas, sauf si G = 4  ou si G est rhombo- 
6drique ou hexagonal. 

(1) I1 faut que les r6seaux de He et Ge soient de 
m~me nature, ce qui exclut le cas off Ge poss6de un 
r6seau rhombo6drique ou un r6seau hexagonal (cas 
off ia maille triple est 3a, 3b, 3c). 

(2) Si Ge est symmorphique, on peut tripler la 
maille suivant une direction quelconque. On construit 
ainsi des sous-groupes de Ge (voir le Tableau 4 pour 
le groupe P6), dont un pour chaque maille triple est 
isosymbolique, sauf en sym6trie trigonale: si la maille 
triple est (3a, 3b, c), la maille de He n'a pas la m~me 
orientation que celle de Ge. 

(3) Comme le montre le Tableau 3, les groupes 
(P4~, P43) ou (P43, P4~) ne sont pas isosymboliques 
mais 6nantiomorphes. 

(4) Finalement, si on triple la maille perpen- 
diculairement h toutes les translations r,~, on obtient 
un sous-groupe isosymbolique. Ainsi, Ge = P6, et 
He = P61 (maille triple 3a, 3b, c). Mais cette condition 
suffisante n'est pas n6cessaire si Ge contient des axes 
42 OU 63 parall~les h la direction de triplement de la 
maille (Tableau 3). Ainsi Ge=P42/mnm et He = 
P42/mnm (triplement de la maille suivant c, cas de 
la structure trirutile), ou Ge = P63/m et He = P63/m. 

Remarques: 
L'6num6ration des groupes Ge3 peut s'effectuer de 

mani~re directe, comme celle des groupes d'espace 
(Zachariasen, 1951) et des groupes magn&iques 
(Sivardi6re, 1970): connaissant les groupes ponctuels 
G e t  G3, nous en cherchons les extensions Ge3 pos- 
sibles par les 14 r6seaux de Bravais T et les 17 r6seaux 

trois couleurs T3, sans supposer connus auparavant 
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les groupes Ge isomorphes. Partant des relations entre 
g6n6rateurs a , / 3 , . . ,  de G ou  G3: 

ol i'~ . ~ i~ . . . .  = E 

nous 6crivons qu'elles restent vraies entre les g6n  
6rateurs correspondants de Ge3 modulo une transla- 
tion monocolore. 

(1) Si le r6seau T utilisd est monocolore, le groupe 
ponctuel de Ge3 doit ~tre color6. Or, ~ chaque groupe 
G correspond au plus un seul groupe G3 isomorphe 
caract6ris6 par les m~mes relations entre g6n6rateurs. 
Par cons6quent, la recherche des groupes Ge3 de 
classe G 3 et de r6seau T s'ettectue comme celle des 
groupes Ge de classe G et de r6seau T. Comme il 
existe 27 groupes Ge de classe 3, 6, 6, 3, 6/m, 23 et 
m3, il existe 27 groupes Ge3 ayant une classe h trois 
couleurs. 

(2) Si le r6seau T3 utilis6 est fi trois couleurs, un 
groupe Ge3 de r6seau T3 est obtenu h partir de chaque 
groupe d'espace He de classe G e t  de r6seau Tk, 
extension de G par Tk, en lui adjoignant les transla- 
tions color6es de T -  Tk. Cette m6thode est bien s~r 
6quivalente ~ la pr6c6dente: au lieu de chercher un 
sous-groupe He d'indice 3 de Ge, de r6seau Tk, on 
cherche directement un groupe He de r6seau Tk et 
on obtient Ge en compl6tant He par les translations 
de T -  Tk. Consid6rons, par exemple, le r6seau Tk de 
maille (a, b, 3c) et le groupe G =4.  Les groupes He 
possibles sont P43, P4~, P42 et P43 d'oO, en ajoutant 
les translations c et 2c, les surgroupes Ge = P4, P43, 
P42, et P41 respectivement. 

La notation de Ge3 selon Belov est T3G. La notation 
d'Opechowski & Guccione (1965) (OG) est obtenue 
en ramenant les translations r,~ des g6n6rateurs 
(a/r~) de He ~ la maille 616mentaire de T: des 
616ments color6s apparalssent alors dans le symbole 
ponctuel. De cette notation, on d6duit Ge en sup- 
primant les indications de couleur, d'oil le symbole 
de Harker pour Ge3: Ge(T3)He. 

Par exemple (Tableau 5) si H e = P 4  3 (maille 
a, b, 3c) ,  Ge = P4~ et Ge3 = P3c43 en notation de Belov. 
Si on se ram~ne ~ la maille (a, b, c), la notation est 
celle d 'OG: P3c4~ y). Cherchons 6galement les groupes 
Ge3 de classe 3 et de r6seau T3 = P3~. On obtient 
ais6ment les groupes He: P3, P3~, et P32 auxquels 
correspondent les groupes Ge3 suivants: P3~3, P3c3 (y) 
et P3c3 (3) ( O G ) .  De m~me si He = Pca2~ (maille 
a, b, 3c), Ge = Pca2~, Ge3 = P3:a21 (Belov) ou 
P3cc(3)a2~ 3) ( O G ) .  L'exposant (3') signifie qu'h 
l 'op6ration ternaire est associ6e la permutation P2 des 
trois couleurs alors que la permutation P~ est associ6e 

la translation c. 
Notons enfin que si G poss~de un groupe h trois 

couleurs isomorphe G3, o n  peut rechercher des 
groupes Ge3 comme extension de G3 par Tk. Si par 
exemple G 3 = 3 (3), o n  doit avoir: 

(3 (3) 100 7") 3 = (8100 3) 

Tableau 5. Groupe Ge3 de rdseau quadratique P3c et 
de classe isomorphe du groupe 4 

H e P4 P41 P42 P43 
G e P4 P43 P42 P41 
Ge3 (Belov) P3c 4 P3c41 P3c42 P3c43 
G~3 (OG) P3,.4 P3c43 P3c4~ 3) P3 ¢4(, y) 
Ge3 (Harker) P4(3c)P4 P43(3c)P4~ P42(3c)P42 P41(3c)P43 

d'o/l: r = 0 ,  Ge3 est le g r o u p e  P3c 3(3) obtenu dans 
l 'exemple ci-dessus. Si G 3 est le groupe conjugu6 de 
3 (3), o n  obtient de m~me le g r o u p e  P3c3 (3'). 

Enum6ration des groupes Ge3 par induction 

Cette m6thode, d6j~ utilis6e pour les groupes d'espace 
et les groupes magn6tiques (Sivardi~re, 1975), com- 
plete la m6thode directe pr6c6dente qui fournit ais6- 
ment les groupes de classe cyclique: ces groupes 6tant 
connus, on cherche ~ leur adjoindre de nouveaux 
616ments qui laissent invariant chacun de leurs 616- 
ments. 

(1) Si le r6seau est monocolore, on peut ajouter 
un centre de sym6trie. On obtient ainsi les seuls 
groupes: 

P3 = p3(3)× i 

R 3  (3)= R 3  (3) × i 

P6/m = P6 (3) × T 

p6~3)/m = P6(33) × i. 

(On ne peut en ettet ajouter un centre de sym6trie 
un groupe de r6seau P poss~dant des axes 31, 32, 61, 
62, 64, OU 65.) Partant enfin des groupes monocolores 
de classe 222 ou mmm dans lesquels les trois axes 
binaires ou les trois miroirs jouent des r61es 
6quivalents, on obtient les groupes: 

P23(3) = P222A3 (3) 

F23(3) = F222a3 (3) 

123(3)= 122233 (3) 

P213(3) = P212121A 3(3) 

I213(3) = I21212133 (3) 

et Pro3 (3)= PmmmA3 (3) 

p~3(3) = P~nnA 3(3) 

Fro3 (3) = FmmmA 3 (3) 

Fd3 (3) = Fddda 3 (3) 

Im3(3) = ImmmA3 (3) 

Pa3(3) = PbcaA 3(3) 

Ia3(3) = IbcaA 3(3). 

(2) Partons maintenant des groupes cycliques de 
r6seau 7"3 tricolore. Le r6seau devant ~tre laiss6 
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invariant par les 616ments ponctuels nouveaux, on ne 
peut 6videmment ajouter un centre de sym6trie. Si 
par exemple 7"3 = P3c, seuls des miroirs m parall~les 

l'axe c peuvent ~tre introduits. Partant de Ge3 = 
G3(3c)[-I~, on construit un groupe He en compl~tant 
lie par un miroir m, d'ofi unsurgroupe  Ge de Ge et 
le s u r g r o u p e  Ge3=Ge(3C)He de Ge3. Ainsi, le 
groupe Ge3=P63(3c)P6~ ne poss~de pas de sur- 
groupe de classe 6ram, alors que P63(3c)P63 possEde 
les surgroupes P63cm(3c)P63cm et P63mc(3c)P3mc. 
Le Tableau 6 indique les surgroupes des groupes Ge3 
de r~seau P3c et P3~ et de classe 3. 

Enum6ration des groupes Ge3 par la m6thode des 
repr6sentations 

Pour ~num~rer les groupes d'espace magn~tiques, on 
peut utiliser les repr6sentations alternantes des 
groupes d'espace (Bertaut, 1968; Sivardi~re, 1969, 
1973). De la m~me mani~re, pour ~num6rer les 
groupes Ge3 isomorphes d 'un groupe Ge et tels que 
He soit invariant d'indice trois dans Ge, on peut 
utiliser les repr6sentations cycliques d'ordre 3 de Ge, 
dont les noyaux sont des sous-groupes He (Koptsik 
& Kuzhukeev, 1973); nous explicitons ici cette 
m6thode. 

Une repr6sentation F.k.~ d'un groupe Ge est con- 
struite h partir d 'une repr6sentation d k ( E I t ) ~ exp i k. t. 

Pour qu'elle soit unidimensionnelle, il faut que le 
vecteur k soit invariant dans G: 

o t k = k + K  Vot~G. 

Alors l'6toile *k des vecteurs 6quivalents ~ k dans 
G se r6duit h k, et F-k,~ = Fk.~ s'identifie h Ak pour les 
616ments de T. On veut de plus que Fk.~ (alr,~) = 1, j = 
exp 27r~/3 ou j2; cette deuxi~me condition implique 
kx, ky, kz=O, l/3. 

Si k = 0, Fo~ est engendr6e par une repr6sentation 
F; =/-'3 cyclique d 'ordre 3 du groupe ponctuel G, s'il 
en existe une (ce qui implique: G = 3, 6, 6, 3, 6/m, 
23 ou m3). Le groupe Ge3 associ6 ~ Fo3 a un groupe 
ponctuel color6 G3 isomorphe de G, et son r6seau 
est monocolore: on peut noter G~eo les groupes color6s 
de ce type. 

Si k ~ 0, les deux conditions ci-dessus d6terminent 
les r6seaux T3 h trois couleurs et les groupes ponctuels 
G correspondants (Tableau 2). En particulier l'invari- 
ance de k 61imine tous les  groupes cubiques. 

(a) Dans un syst~me non hexagonal, puisque k~ = 
0 ou 1/3, on ne peut avoir que: a k  -- k (K = 0). k 6tant 
un vecteur polaire, cette condition signifie que G doit 
6tre un groupe pyro61ectrique et fixe les directions 
possibles de k dans chaque syst~me. 

- E n  triclinique, k a une direction quelconque et 
l 'on peut toujours trouver un rang6e c parall~le ~ k. 

- E n  monoclinique, k est parall~le fi l 'axe binaire 
2~ ou parall~le au miroir m,b. 

Tableau 6. Surgroupes des groupes Ge3 de classe 3 et 
de rdseau P3~ ou P3c 

Ge3 est donn6 en notation de Belov, t~3 en notation plus explicite 
de Harker. 

He Ge3 Ge He Ge3 
P3 P3c3 P3 P3 m I P3m 1 ( 3c ) P3m I 

P31m P31m(3c)P3ml 
P3cl P3cl(3c)P3cl 
P31c P31c(3c)P31c 

P3~3 P3 P3m I P31 m( 3a ) P3m 1 
P3cl P31c(3a)P3cl 
P312 P321(3a)P312 

P31 P3~31 
P3~31 P31 P3112 P3121 (3a)P3112 

P32 P3c32 
P3a32 P32 P 3 2 1 2  P3221(3a)P3212 

- D a n s  les autres syst6mes, k est parall61e ~ l'axe 
polaire. 

(b) Dans le systEme hexagonal, k~ =[00 1/3] est 
invariant (K = 0) si G est pyro61ectrique 
(3,3m, 6,6mm).  I1 faut aussi envisager k2= 
[1/3 1/30]  et k3=[1 /3  1/3 1/3]. k3 ne peut 6tre 
invariant que si G est pyro61ectrique; .par contre, k2 
est invariant ~galement si G = 3 2 , 6 , 6 2 m  (l'axe 
binaire 6tant parall~le ~ k). 

Nous supposons dor6navant k non nul et invariant 
dans G. k ~tant int&ieur ~ la premiere zone de 
Brillouin, on a: 

Fki(alz,,) =/- ' , (a)  e 2~'k'o, 

Fi 6tant une representation unidimensionnelle de G 
qui est soit l'identitO F~, soit une repr6sentation cyc- 
lique /'3 d'ordre 3, soit une autre repr6sentation 
unidimensionnelle F, de G. 

1 er cas: Ge est symmorphique ou tel que les transla- 
tions % sont toutes perpendiculaires h k. Alors le 
facteur de phase e2~k'~o est 6gal h l'unit~ et il faut 
choisir pour F~ soit la repr6sentation identit6, soit une 
repr6sentation cyclique F3 d'ordre 3, si elle existe. 
Les groupes colorOs correspondants sont uniques et 
not6s respectivement Glek et G3ek. 

Consid6rons, par exemple, les groupes de classe 
ram2 pour k = [00 1/3]. Les groupes Ge suivants four- 
nissent chacun un groupe G~ek dont le symbole de 
Harker est Ge(3c)Ge, et dont les notations de Belov 
et OG ont le m~me symbole ponctuel color6: 

Pmm2, Pma2, Pba2, Cmm2, 

Atom2, Ama2, Abm2, Aba2 

From2, lmm2, lba2, lma2. 

ConsidOrons de m~me le groupe P3 pour k =  
[00 1/3]. Si on choisit Fi = F~, repr6sentation identit6 
du groupe 3, on obtient le groupe P3c3--P3(3c)P3 
de type Glek ", si on choisit pour F~ la repr6sentation 
cyclique de 3 ou sa conjugu6e, on obtient les groupes 
p3 "2( 3 ) c-, et P3c3 (3') respectivement, de type G3ek. 
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On obtient finalement 45 groupes G'ek et six groupes 
Gag, ces derniers sont de classe 3 ou 6: Ge et He ne 
sont pas isosymboliques. 

2~me cas: Ge n'est pas symmorphique et toutes les 
translations -r,~ ne sont pas perpendiculaires h k. Alors 
le facteur de phase ~, = e2'~ik~ n'est pas toujours 
6gal $ l'unit6. 

Supposons que Ge poss~de un axe 2~ ou un miroir 
avec glissement de type c, n ou d: ~0~ = +j, +ft. I1 est 
a priori possible, en utillisant pour F~ une repr6senta- 
tion alternante de G, d'obtenir des caract~res 
Fki(Otlr,) 6gaux ~ 1, j OU j2. Consid6rons, par 
exemple, les groupes de classe ram2 et de r6seau 
primitif tel que Pmc2~ ou Pcc2: deux des op6rations 
2~, mx~ ou my~ sont telles que q~, = - j  ou _j2., on 
utilisera donc pour F~ la repr6sentation alternante de 
mm2 dans laquelle ces deux op6rations ont le carac- 
t~re -1.  Ainsi au groupe Ge = Pmc21 correspond le 
groupe de type Gek (i ~ l, 3): Pa~mC(3)2~ 3) (notation 
de OG) ou P3~mc21 (notation de Belov). 

Si Ge poss~de un axe 31 ou 32 parall~le h k, ¢~ # l, 
j, j2 et on ne peut trouver de repr6sentation F~ du 
groupe 3 telle que Fki soit cyclique d'ordre 3. Si Ge 
poss~de un axe 4~ ou 43 parall61e b. k, ¢,~ = +i: on 
utilisera pour F~ une repr6sentation cyclique d'ordre 
4 du groupe 4 et s'il s'agit d'un axe 42, la repr6senta- 
tion altemante. Si enfin, Ge poss6de un axe 6~, 62, 64, 
ou 65 parall~le h k, ¢,~ = e ~""/9 (n = l, 2, 4, 5) et on ne 
peut trouver de repr6sentation F~ du groupe 6 telle 
que Fk~ soit cyclique d'ordre 3. Si par contre, on a 
un axe 63 parall~le ~ k, q~ = - j  ou _j2, on peut utiliser 
pour F, soit la repr6sentation altemante, soit l'une 
des repr6sentations F5 et F6=F * d'ofi les trois 
groupes P63(3c)P63, P63(3c)P6~, P63(3c)P65 (les 
deux derniers ne sont pas membres d'une m~me paire 
de Koptsik). 

Les r6sultats pr6c6dents peuvent ~tre v6rifi6s 
directement de la mani~re suivante. Consid6rons un 
groupe Ge poss6dant un axe 2= (21001/2) , et k =  
[001/3]: 22 = (21001/2)~ = (el001). 

On doit pouvoir trouver un caract~re Fk,(21)= l , j  
o u j  ~ tel que: Fk,(2,) ~= Fk,(e[O01) =j. On peut choisir 
Fk,(2~) =j2 et par suite un axe 2t (ou de m~me un 
miroir c, d, ou n avec glissement) parall~le ~ l'axe e 
est compatible avec un triplement de la maille suivant 
c. Le Tableau 7 pr6sente les r6sultats relatifs ~ tous 
les types d'axes h61icoidaux. On en d6duit que: 

- u n  triplement de maille suivant une direction c 
ne fournit de sous-groupe invariant He qu'en 
l'absence d'axe 3,, 3~, 6~, 6~, 64 ou 65 parall~le ~ c; 

- l e  groupe P63 poss~de trois sous-groupes H~, 
comme on l'a d6jh vu pr6c6dement. 

L'utilisation des repr6sentations cycliques d'ordre 
3 d'un groupe Ge permet donc d'6num6rer les groupes 
Ge3 isomorphes de Ge et associ6s aux sous-groupes 
He d'indice 3 invariants dans G~. Pour trouver les 
groupes Ge3 associ6s aux sous-groupes H" d'indice 
3 non invariants et aux sous-groupes He d'indice 6 

Tableau 7. Compatibilitd entre axes hdlicoi'daux 
parall~les d l'axe c et triplement de la maille suivant c 

n n~ rk,(n2) rk,(n~) 
22 -- (el001) j j2 

3~ = (el001) j 
3 3 = (el002) j2 

44 = (e]001) j J 
4~ = (el002) j2 j2 

434 = (el003) j 1 

6~ 6 = (el001) j 
66 = (el002) j2 

66 = (el003) 1 I,j,j 2 
66 = (el004) j 
66 = (el005) j2 

invariants, nous devons rechercher les repr6senta- 
tions F*k.i de Ge de dimension deux isomorphes du 
groupe 32: leurs noyaux sont les groupes He 
invariants d'indice 6 tels que Ge/He = 32. 

1 er cas: k = 0, et Fi est une repr6sentation de G de 
type E (voir Tableau l). Alors, He d'indice 6, noyau 
de Fk.~, est un sous-groupe isotranslation tel que 
G~ H = 32 et Ge3 est de type 1. (Si k ¢ 0 est invariant 
dans Ge et Fi de type E, Fk.~ n'est pas de type E 
puisque exp i k . t =  1,j, j2.) 

2~me cas: k n'est pas invariant dans G, et l'6toile 
de k comporte deux branches k et - k  (sinon F*k.~ est 
de dimension sup6rieure h 2): les groupes cubiques 
sont donc exclus. Le groupe ponctuel Gk, form6 des 
616ments/3 conservant k, est invariant d'indice 2 dans 
G: Gk +OtGk, a k = - k .  Par suite le groupe d'espace 
Gke est invariant d'indice 2 dans G~. 

Soit ~/ki une repr6sentation admissible de Gke, cyc- 
lique d'ordre 3 (il n'en existe pas n6cessairement). 
Son noyau, de groupe ponctuel Gk et de r6seau Tk, 
est invariant d'indice 3 dans Gke et d'indice 6 dans 
le groupe Ge: c'est donc un groupe H~. 

On a par exemple, avec k =  [001/3]: 

/ Ge = P2,(a, b,..c) 

Gke = P1 12(a, b, c) H'e = P2~(a, b, c) 

He = P112(a, b 

Le Tableau 8 donne les groupes Gk pour les groupes 
G non cubiques et les vecteurs k tels que l'6toile ne 
contienne que k et - k  (le lien entre r6seau et vecteur 
k est indiqu6 au Tableau 2). 

Propri6tes des groupes h trois couleurs 

Les groupes ~t trois couleurs pr6sentent des pro- 
pri6t6s analogues h celles des groupes magn6tiques 
(Sivardi~re, 1970). 

(a) Les groupes Ge3 isomorphes d'un m~me 
groupe d'espace Ge forment avec Ge lui-m~me, un 
groupe multiplicatif ab61ien isomorphe de celui form6 
par les repr6sentations cycliques d'ordre 3 de Ge. Il 
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Tableau 8. Groupe Gk associ@ ~ G 

G R6seau G k G R6seau 
1, m 3c I 3, 32 3a 

3c 
2 3a 1 3r, 3h 

2/m 3a m 3m 3a 
3c l 

222 3c 112 3m 
myzmzx2 3a I m I 6 3c 

mmm 3c 2~mm 6 3a 
4 3c 2 6/m 3c 

3a 
422,4/m 3c 4 

62m 3c 
712m 3c 2ram 

4/ mmm 3c 4ram 6ram 3a 
622 3c 

3a 
6/mmm 3c 

3a 

symmorphique TaAG. Par exemple: 

Gk P3cma2 + P3cbm2 = P3~ba2. 

3 Enfin, les groupes Giek de r6seau 7"3 et de classe 
isomorphe h G forment un groupe plus large que le 

3 pr6c6dent. Par exemple: 

3m 
3 
3 
6 
?, 

3m 

3m 
6 
32 

6ram 
62m 

faut ici envisager les couples de repr6sentations con- 
jugu6es, ou encore les groupes conjugu6s de chaque 
paire de Koptsik. 

Les groupes G°3 forment avec Ge un sous-groupe, 
les groupes Gek3 ne forment pas un sous-groupe. On a: 

3 3 
G lek Z G eo = G ek 

I I 
Glek X Gek,  : Gek+k,.  

Par exemple: si Ge = P63, le groupe est form6 de Ge, 
des groupes G3eo color6s, (P6  (3) et son conjugu6 P6(33)) 

• 3 

enfin, des trois groupes G'ek mentionn6s plus haut et 
de leurs conjugu6s. 

(b) Les groupes Gieo de classe isomorphe de G 
forment un groupe ab61ien additif dont l'unit6 est le 
groupe symmorphique TAG. Ainsi: 

P6(3 3) + P6(3 y) = p 6  (3). 

les groupes G~ek de r6seau T3 et de classe isomorphe 
/~ G forment un groupe dont l'unit6 est le groupe 

P3ccc2 + P3cmn21 = P3cca21. 
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Abstract 

A periodic lattice in E" is associated with an n-grid 
and its dual, and with a point symmetry group G. 
Given a subgroup H of G, a subspace E", m < n, of 
E", invariant under H, is chosen and a projection of 
the n-grid from E ~ to E" is defined. The translational 

and point symmetries of the projected n-grid are 
analyzed. A projection of the cubic n-grid from E" 

n I to E - based on H = S(n) yields a periodic n-grid. 
A projection of the cubic 12-grid from £t2 to E 3 based 
on H = A(5) yields a non-periodic 12-grid. This 12- 
grid is characterized by three real numbers and from 
its projection has a well defined orientation. The dual 

0108-7673/84/050580-08501.50 O 1984 International Union of Crystallography 


